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INFO ARTIKEL ABSTRAK

Covid-19 merupakan masalah kesehatan serius yang terjadi
secara global, begitu pula di Indonesia. Pemodelan matematika
merupakan salah satu cara melihat bagaimana perkembangan
penyebaran pandemik Covid-19. Model yang digunakan dalam
penelitian ini adalah SVEI/[2R dan akan dilihat kestabilannya.
Artikel dibahas mengenai kestabilan titik tetap dengan
menggunakan matriks Jacobian dan kriteria Routh-Hurwitz serta
Teorema Castilo-Chaves dan Song, bilangan reproduksi, serta
analisis numeriknya. Hasil analisis menunjukkan bahwa
kestabilan titik tetap berhubungan dengan bilangan reproduksi
dasar yang ditentukan dengan the next-generation matrix,
analisis kestabilan yang sesuai dengan teorema dan
diperlihatkan penyebaran populasi kedalam grafik numerik.

Kata Kunci: Covid-19, Kestabilan

ABSTRACT

Covid-19 is a serious health problem that occurs globally,

including in Indonesia. Mathematical modeling is one way to see

how the spread of the Covid-19 pandemic is developing. The
@ @ @ model used in this study is SVE/;/2R and its stability will be seen.

The article discusses the stability of fixed points using the

This is an open access article under the CC BY- Jacobian matrix and the Routh-Hurwitz criterion as well as the
%;;fj;,fte@m 4 by Author, Published by Castilo-Chaves and Song Theorems, reproduction numbers, and
PT Beranda Teknologi Academia their numerical analysis. The results of the analysis show that the

stability of fixed points is related to the basic reproduction number
determined by the next-generation matrix, stability analysis in
accordance with the theorem and the distribution of the
population is shown in a numerical graph.

Keywords: Covid-19, Stability

PENDAHULUAN

Penyakit menular karena coronavirus 2 (SARSCoV-2) yang menyebabkan sindrom
pernafasan akut parah kini dikenal sebagai Covid-19. Pada Desember 2019 di Wuhan, ibu
kota Hubei, cina penyakit ini pertama kali diidentifikasi dan terus menyebar secara global [1],
[2]. Coronavirus ini terjadi karena adanya interaksi yang terjadi antar agen yang dalam hal ini
virus dapat ditularkan kesesama manusia atau bahkan benda sekalipun. Pengumuman WHO
pada 12 Maret 2020, bahwa penyakit Covid-19 menjadi pandemik. Hingga tanggal 12 Juli
2023, total kasus Covid-19 di dunia 701,75 kasus dengan 6,97 juta orang meninggal dunia [3],
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[4]. Seperti halnya di Cina, virus ini juga tersebar di Indonesia. Data Indonesia pada tanggal
14 Januari 2024 terlihatkan bahwa ada 6.812.127 kasus yang terinfeksi dan 161,879 orang
yang meninggal, terhitung sejak pasien pertama pada 2 maret 2020 di umumkan [5]. Penyakit
Covid-19 di Indonesia sangat menghawatirkan dimana setiap bulannya jumlah yang terinfeksi
mengalami kenaikan. Oleh sebab itu banyak peneliti yang tertarik untuk mempelajari
penularan penyakit Covid-19 ini, agar penyebarannya dapat dicegah atau dihentikan terutama
dalam bidang matematika dan dibuat model persebarannya[6].

Model persebaran populasi yang sering digunakan adalah model matematika yang akan
merepresentasikan secara abstrak suatu fenomena kemudian dibentuk dengan menjadi
persamaan untuk menghasilkan perspektif atau penilaian secara umum suatu peristiwa
epidemik dengan menyelidiki setiap faktor atau asumsi yang mempengaruhi penyebaran
penyakit[7], [8]. Permasalahan yang telah dipertimbangkan setiap asumsinya kemudian
diselesaikan dengan model penyebaran populasi matematika untuk melihat penyebaran
penyakit. Pada hakekatnya diharapkan dengan model penyebaran populasi matematika ini
juga dapat membantu mempermudah menemukan solusi dalam menangani Covid-19 akan
semakin berkurang(7], [8].

Para peneliti pemodelan matematika telah membahas bagaimana model matematika
Covid-19, seperti penelitian Sasmita et al. [9] yang melihat kontrol optimal model matematika
dalam membentuk perkembangan Covid-19 dengan mempertimbangkan dua individu
terinfeksi yakni, dengan gejala dan tanpa gejala serta mempertimbangkan imunitas, penelitian
yang dilakukan Narila et al. (2021), membahas efektivitas dari implementasi vaksinasi Covid-
19 dengan pemodelan matematika, Riyapan et al.[10], membahas pemodelan matematika
Covid-19 yang mempertimbangkan kasus terinfeksi akibat terpapar dengan orang yang sudah
meninggal. Oleh karena itu, dapat simpulkan beberapa faktor-faktor yang dapat menekan
penyebaran Covid-19 adalah adanya kasus infeksi yang tidak terdeteksi dan kondisi sanitasi
serta infeksi dengan gejala berbeda dari orang-orang yang telah dirawat di rumah sakit [11],
efektivitas dan dampak vaksinasi ([12], orang yang meninggal [10], dan orang-orang yang
melakukan karantina [13]. Hal ini dapat dilihat dengan menganalis indeks sensitivitas masing-
masing faktor yang mempengaruhi penyebarannya.

Penelitian dalam artikel ini menggunakan model SVEIR yang mempertimbangkan orang
terinfeksi dengan gejala dan terinfeksi tanpa gejala, imunitas, [9] dan mempertimbangkan
pengaruh efektivitas vaksinasi [8], [14]. Artikel ini dibahas kestabilan titik tetap pada model
SVEIR dan melakukan simulasi numerik.

METODE

Penelitian ini dilakukan dengan memformulasikan model sistem dinamik. Misalkan
populasi terdiri atas enam kompartemen, yakni populasi rentan S, populasi terpapar E,
populasi terinfeksi tanpa gejala I, populasi terinfeksi dengan gejala I,, populasi yang sembuh
atau kebal sementara R, Populasi divaksin V. Asumsi yang digunakan dalam model ini adalah:
1. Populasi rentan penyakit Covid-19, yang terbagi menjadi dua berdasarkan gejala yaitu,

terdapatnya gejala dan tidak terdapatnya gejala.

2. Populasi manusia rentan akan terinfeksi Covid-19 jika imun yang dimiliki hilang atau turun,
sebaliknya populasi manusia rentan akan tidak terinfeksi Covid-19 jika imun yang dimiliki
meningkat.

3. Populasi manusia rentan yang di vaksin akan mungkin untuk terpapar.

4. Populasi yang mengalami kontak dengan individu lain yang terinfeksi baik dengan gejala
atau tanpa gejala akan menyebabkan terinfeksi
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Asumsi yang telah dipertimbangkan menurut penyebaran Covid-19 kemudian digambar
seperti Gambar 1.
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Gambar 1. Kompartemen Penyakit Covid-19

Berdasarkan gambar diperoleh sistem persamaan diferensial berikut :

~
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Agar persamaan diatas menjadi sederhana maka misakan S = % V= %; E = %; I =
ﬁ; danIS? = E’ sehingga
E = A+ 6R +6212 - alsll - 0.’2512 - vS _IJS

dv
t =vS — (1)1V11 - (1)2V12 - MV

dt
dE
E = a’1311 + 0(2512 + (1)1V11 + (1)2V12 - ﬁE - pE - ‘uE
dl,
Fr PE —yily —vo Iy —uly — a1y

L
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R
_t = ]/111 + 6112 - 6R _IJR

Berikut adalah parameter beserta simbolnya ditunjukkan pada Tabel 1.
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Tabel 1. Parameter pada Model Covid-19

Simbol Keterangan Satuan
A Angka kelahiran alami 1/waktu
u Angka kematian alami 1/waktu
e Proporsi kematian akibat terinfeksi virus
a, Peluang S menjadi I; 1/waktu
a, Peluang S menjadi I, 1/waktu
v Laju vaksinasi 1/waktu
B Laju transisi penyebaran penyakit 1/waktu
6 Laju individu sembuh kembali menjadi individu rentan
Y1 Laju kelompok yang sembuh karena adanya imun 1/waktu
10 Laju kelompok pembawa tanpa gelaja menjadi terlapor 1/waktu

akibat test
0, Proporsi individu yang sembuh -
0, Proporsi error individu sembuh -
w1 Peluang S menjadi E 1/waktu
Wy Peluang S menjadi I; 1/waktu

HASIL DAN PEMBAHASAN
Penentuan Titik Tetap
Titik tetap ada dua, yakni titik tetap bebas penyakit dan titik tetap endemik. Titik tetap
0/c0 170 170 RO = (L i ;
bebas penyakit yaitu, T°(S°, V% E° I?,19,R?) = (vw ﬂ(w“) OOOO) dan titik tetap endemik
nyaT* = (S*",V* E* I{,1I;,R"), dengan
R+ 136,+4
v+ + o, +u
_ S*v
T p+ Lo+ Lo,
_ 115*0(1 + I;S*az + IIV*(Dl + I;V*(L)Z

B+u+p

. E"p
11:

ity +put+im
., EB+Iiy;
I; =

0, +06, +pu+py
. liyi +156;

S+u

Bilangan reproduksi dasar (R)
Bilangan reproduksi dasar (R,) dibuat dengan menggunakan the next generation matrix
dengan G = FV~! dimana

0 oS0+ V% 0,80+ wsV? kpy 0 0
F=1o0 0 0 V=(-p ka O
0 0 0 —B —Yv2 k3

dengan
ki=B+u+p

JOELTECH Vol. 1, No. 2 DECEMBER 2024 49



Journal of Education, Learning and Technology
(JOELTECH)

Vol.1, No. 2 December 2024, page 46-55
E-ISSN: 3063-8437

DOI: https://doi.org/xx.xxxxx/jaide. xxxx.x
beta academia https:/ /journal.beta-academia.com/index.php/joeltech
ky=vi+yva+ut+iy
k3 =91+92 +,U.+‘u1

Sehingga Bilangan reproduksi dasar adalah
_ Ak (0 + vwy) + p(Kzoqu + azy 4 + Kzvwg + vy,w;)) (4)
° kikokap(v + p)

Kestabilan Titik Tetap
Teorema 1. Kestabilan titik tetap bebas penyakit pada titik T° akan stabil asimtotik lokal jika
dan hanya jika R, < 1 dan tidak stabil jika R, > 1
Bukti :
Kestabilan titik tetap bisa dianalisis dengan mensubstitusi titik tetap bebas penyakit T° =
(5°,°,0,0,0,0) kedalam matriks Jacobian dan dapat kita lihat seperti dibawah ini:

Jji1— 4 0 0 J14 J1s J16
J21 Ja2 — 4 0 J24 J2s 0
foo= 0 0 j33.—l ' J3a J3s 0
T 0 0 Ja3 Jaa — 4 0 0
0 0 Js3 Jsa  Jss— 4 0
0 0 0 Jea Jes  Jee — A
dimana:
Jin = Vv — i Jas = az.S'o + szO;
Jra = —a; S% Jaz = p;
Jis = —azSo; Jaa = —V1— V2 — 1 — Us;
Ji6 = 6; Js3 =B
Ja1 =5 Jsa = VYa2;
J22 = — I Jss = =01 — 0, —pu— py;
Joa = =0,V Jea = V1;
Jas = —w,V; Jes = 04;
Jaz=—B—pn—p; Jee = —1—6;

Jjza = a1 S° + @, VO
dengan menggunakan persamaan |/ ;o — AI| = 0 maka akan diperoleh 5 nilai eigen yang dapat
dianalisis, yaitu Ui — DUz — DUss — DA* + c14* + ;4 + ;) = 0omaka diperoleh 4; = —a, —p dan A, =
Jss — partinya kedua nilai eigen tersebut adalah negatif. Untuk ketiga nilai eigen lainnya dapat
diperoleh dengan menggunakan bantuan Kriteria Routh-Hurwitz.

(C()/13 + C1/12 + Czﬂ. + C3 = 0

dimana :
co=1>0
co=ki+k,+k;>0
C2 = kiky (1 — Roz) + kik3(1 — Ro1) + kyks >0
c3 = kikyks(1—=Rp) >0
karena setiap parameter bernilai positif sehingga pastinya c;,c,,¢; > 0 dan ini memenuhi
kriteria Routh Hurwitz dan memenuhi R, < 1, maka nilai eigennya akan bernilai negatif.
Terbukti titik tetap bebas penyakit akan stabil asimtotik.

Teorema 2 : Jika R, > 1 maka titik tetap endemik, bersifat stabil asimtotik
Bukti:
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Pembuktian menggunakan Teorema Castillo-Chaves dan Song [15]. Misalkan ¢ = a;

adalah parameter bifurkasi. Berdasarkan R, = 1 mengakibatkan
_ kikoky =k B(S%a, + VO0w,) — pSPazy, — pk3V 0w, — py,m;
a=¢" =
pks

Titik tetap T° mempunyai enam nilai eigen jika R, = 1 atau a; = ¢*. Nilai eigen tersebut
memiliki vektor eigen kanan (uq,u,, us, Uy, Usg, Ug) dan vektor eigen Kiri (vq, vy, v3, vy, Vs, Vg)
yang saling berkaitan.Vektor eigen kanan A = 0 diperoleh dengan menylesaikan persamaan
(Jy0o — ADu = 0, sehingga:
misalkan u, > 0,

k

u3=_ﬁﬂu4=_2u4>0

1143 '/3 . .
u =—]ﬁu _]3_4u :_(_ﬁ_#_l))u _0-’15 +w V u
> Jjas ° Jas S0 + w,V0 2 @S0 4w, V0

kip (k; pPY2

>0,

klkz( ”) ples
u=—]ﬂu —]isu = - " Uy — ! us >0
° Jes ' des o (Cu=8) " (u=8) "7 "
w o= A, Nis, o Jie, =_(_0‘15°)u _(—szSO)u % o
e T G R G R TR G D

=1 J23 J2a J2s —w.V —wyV

Uy =—7T—"U — U3~ Uy~ U = —— Uy — Uy — u5<0,

J22 J22 J22 J22 —HU —H —U

sehingga diperoleh uq,u, < 0, dan us, uy, us, ug > 0.
Vektor eigen kiri A = 0 diperoleh dengan menyelesaikan persamaan (]ToT — Al)u =0
misalkan 0, v > 0

Ja2v2 =0, maka v, =0

171 = _],2_1172 = 0
J11
176 = _]_1_6171 = 0
Je6
v =—]Ev —]isv =_(_91_92_H_H1) >0
* Jas ° Jas ° a8 + w, VO >
U4:—]ES_.]£3__E5 (ﬂ 'u p)3>0
Ja3 Ja3 P
dengan
Xq =S;x2 = V,X3 = E;X4_ = Il;xs = Iz;x6 =R
maka
dxq
fi= ek A+ 8xg + 0,x5 — PX1X4 — XX X5 — UXq — UXq
dx,
2= 4t VX1 = WXz Xq — W2X2X5 — UX)
dxs
f3= ar . Prita + @X1 X5 + W1 XX + WaXoX5 — fx3
—pPX3 — UX3
dx,
fa= ar = PX3 —V1Xa —V2Xg — UXg — H1Xg
dxs
fs = a = Bxy + V2x4 + 6x¢ — 01x5 — 005 — (U + 1y x5
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dxe
fe = E = Yy1X4 + 015 — 6X6 — Ui
Berdasarkan persamaan diperoleh turunan parsial untk persamaan berikut

%(TOKP*) = Wy
62
ax;:js( ,P") = Wy
Ly
aZ
L = e

Sehingga berdasarkan persamaan diperoleh

0%fs 0% f:
(To ") + v3uyus (To ®*)+ v3u1u4a 2 (To,fp*)

a = v3uU,u
324-0 a

d
+vsuU Us BxlicS (T° ")
karena u, < 0, dan u;,uy, us,v3 > 0, maka a < 0, dan
b =wv3u O’ (T, 0*) + v3u ot (T, ¢*) = v3u o't (TO, 0"
3 1ax1(p i 3 46x4<p ) 3 4ax4¢ )

karena u,,v; >0, makab >0

Nilai a dan b yang diperoleh dengan a < 0 dan b > 0 ini sesuai dengan kasus 4 pada
Teorema Castillo-Chaves dan song [16]. Akibatnya ¢ < ¢* (R, < 1) menjadi ¢ < ¢* (R, >
1), titik tetap endemik T*yang tidak stabil sehingga berubah menjadi positif hingga
menyebabkan stabil asimtotik lokal.

Simulasi Numerik
Pada simulasi ini, akan menggunakan nilai parameter yang tertera pada Tabel 2.

Tabel 2. Nilai Parameter pada Model Covid-19

Simbol Nilai Referensi
a; 0,0184 [9]
a, 0,0731 [9]
v 0,0002 [17]
B 0,4 [9]
u 0,006567 [17]
Y1 0,075 [9]
Y2 0,036 [9]
A 0,9629 [18]
p 0,0285 [11]
w, 0,00047 [17]
oy 0,00334 [17]
A 0,01755 [19]
ul 0.0002211 [8]

Dalam kasus ini untuk mengetahui nilai parameter yang terdapat pada Tabel 2 ada
beberapa cara yang harus dilakukan. Beberapa parameter yang digunakan pada model harus
berbentuk estimasi karena beberapa data yang kurang sesuai. Menurut pernyataan WHO,
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bahwa dari kasus penyebaran nya pathogenesis Covid-19 pada seorang individu dapat
menginfeksi hingga 2-2,5 orang selama 4 hari[20]. Berdasarkan pernyataan tersebut, peluang
individu sembuh kembali menjadi individu rentan dapat di cari dengan cara ¢, = (1 —
(¢1 + WR)/R. Proporsi individu yang sembuh dapat di cari dengan cara 8, = R/(I, + Q + I).

Nilai parameter yang digunakan telah susun dan dapat dilihat pada Tabel 2. kemudian
nilai-nilai parameter ini selanjutnya akan digunakan untuk melakukan analisis numerik,
dimana nilai awal pada masing-masing sub-populasi adalah S(0) = 0.9934,V(0) = 0,7624,
E(0) = 0,05164,1,(0) = 0.036, I,(0) = 0.1248,R(0) = 0,176 [4]. Adapun simulasi ini dilakukan
untuk mengetahui pengaruh adanya kontak seperti Gambar 2, dimana T°(S = 0.9951;V =
0.0049;E = 0;1; = 0;1, = O;R = 0).
1. Dinamika Populasi dengan kondisi R, < 1

Nilai R, =~ 0.96555. Titik tetap tanpa penyakit yang diperoleh adalah T° =
(2,593468,0,078985,0,0,0,0).Dengan melakukan pelinearan pada sistem di titik T° diperoleh
nilai eigen real yang bernilai negatif yaitu

Ay = —0.969467 A, = —0.011363
A, = —0.615918 As = —0.006767
Ae = —0.006567

A3 =—0.206919

=]
B

- eslt]
it
1 — i2[t]
=]

— 51
] — vt

Fropomsi Manusia

Praporsi Manusia

=
i

0.000
: . , ! | | .
= 10 0 5 10 15 20

Gambar 2. Dinamika Populasi pada kondisi Ry < 1
Gambar 2. menggambarkan kesesuaian teorema apabila kondisi penyebaran penyakit
bebas pada penyakit (R, < 1) maka grafik pun akan stabil menuju titik tetap bebas
penyakitnya. Terlihat jelas model matematika tersebut dapat memprediksi penurunan
poenyebaran penyakit hingga tidak ada lagi yang terinfeksi, Dimana menurut gambar jika
semua populasi tergambar seperti yang dimodelkan maka sekitar hari ke-10 maka penyakit
Covid-19 akan menghilang dari sistem atau dapat diatasi.

2. Dinamika Populasi dengan kondisi R, > 1
Nilai R, = 1,83757. Titik tetap tanpa penyakit yang diperoleh adalah
T* = (1,41196,0,0298, 0,2064, 0,049, 0,863, 0.08)

- Est]
1]
— 121
— Rt

— S[
i VTE]

Jumlah Fopulasi Rentan
Jumlah Populasi

400 600 800 1000 o = 100

Gambar Dinamika Populasi padé kohdisi Ro>1
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Gambar 3. menggambarkan kesesuaian teorema apabila kondisi penyebaran penyakit
Ketika ada virus menyerang (R, > 1) maka grafik pun akan stabil menuju titik tetap dengan
penyakitnya. Terlihat jelas model matematika tersebut dapat memprediksi kenaikan
penyebaran penyakit hingga titik kestabilan, Dimana menurut gambar jika semua populasi
tergambar seperti yang dimodelkan maka sekitar hari ke-100 maka penyakit Covid-19 akan
meningkat terus sesuai system maka kita perlu menghindari laju parameter yang ada.

KESIMPULAN

Model SVEII2R telah digunakan dalam memodelkan penyebaran pengakit Covid-19
dengan mempertimabngkan dua individu terinfeksi yaitu dengan gejala dan tanpa gejala.
Model ini juga mempertimbangkan pemberian vaksinasi pada populasi manusia awal yang
rentan akan penyakit dan mempertimbangkan imunitas. Pada model modifikasi ini didapatkan
dua titik tetap yaitu titik tetap bebas penyakit yang akan bersifat stabil asimtotik lokal pada
keadaan R, < 1 dan titik tetap endemik penyakit/terdapat penyakit yang akan stabil asimtotik
lokal pada kondisi R, > 1 kedua hal tersebut dibuktikan dengan menggunakankan teorema
kestabilan titik tetap. Hasil simulasi numerik yang dilakukan menunjukkan hasil yang sesuai
dengan teorema. Serta hasil numerik juga menujukan kestabilan model akan memperlihatkan
bagaimana kondisi penyebaran semakin naik atau semakin turun sesuai dengan bilangan
reproduksinya.
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